Beselio funkcijos, vidurkinto laiko juostos ir dinaminės sistemos by unknown
1 
BESELIO FUNKCIJOS, VIDURKINTO LAIKO JUOSTOS IR DINAMINöS 
SISTEMOS 
Jūrat÷ Ragulskien÷ 
Kauno Kolegija 
 
Anotacija 
Pateikiama metodika, kaip pasinaudojant standartin÷mis Matlab programavimo ir vizualizavimo priemon÷mis galima 
pademonstruoti laike suvidurkintų juostų susiformavimo principus, tuo pačiu iliustruojant ir Beselio funkcijų svarbą eksperimentin÷s 
fizikos taikymuose. Pateikta medžiaga naudinga ir metodiniu požiūriu, leidžianti d÷stytojams vaizdžiai iliustruoti Beselio funkcijų 
savybes paskaitų metu.  
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Matematikoje žinomos Beselio funkcijos, kurias pirmą kartą apraš÷ Daniel Bernoulli ir po to 
apibendrino Friedrich Bessel, yra kanoniai Beselio diferencialin÷s lygties [1] sprendiniai: 
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kur α yra bet koks realus ar kompleksinis skaičius. Dažniausiai pasitaikantis specialus atvejis yra kai 
α yra priimamas kaip sveikas skaičius. Tuomet α vadinamas Beselio funkcijos eile.  
Beselio funkcijos naudojamos aprašant atskiriamuosius Laplaso lygties sprendinius bei Helmholtzo 
lygties cilindrin÷se ar sferin÷se koordinat÷se sprendinius. Beselio funkcijos d÷l to yra labai svarbios 
daugelyje taikymo sričių, kai aprašomas bangų sklidimas, statiniai potencialai, elektromagnetin÷s bangos 
cilindriniuose bangolaidžiuose, difuzijos procesuose grandin÷se ir t.t. [2, 3, 4].  
Matematikos specialyb÷s studentai, su gilesniais interesais, paprastai praeina Beselio funkcijų 
formuluotes, apibr÷žimus, jų savybes, integralines bei asimptotines formas baziniuose ar išpl÷stiniuose 
matematikos kursuose. Iš kitos pus÷s, inžinerinių specialybių studentai, paprastai gauna bazines žinias, apie 
Beseli funkcijas kursuose, susijusiuose su optinių eksperimentinių metodu taikymų virpančių sistemų 
tyrimuose.  
Deja, studentai matematikai retai kada žino, (ar domisi), kokį fundamentalų vaidmenį Beselio 
funkcijos vaidina eksperimentin÷je mechanikoje. Iš kitos pus÷s, inžinerinių specialybių studentai retai kada 
domisi Beselio funkcijų savyb÷mis ir nekreipia reikiamo d÷mesio į optinių interferencinių efektų 
interpretavimo subtilybes.  
Viso to priežastis yra tai, kad šių interferencinių optinių efektų modeliavimas n÷ra nei paprasta nei 
tiesmukiška problema. Bandymas sumodeliuoti šiuos efektus reikalauja žinių bent iš trijų skirtingų mokslo 
sričių [5]. Pirmiausia, reikia susikonstruoti tampraus virpančio kūno skaitinį modelį (dažniausiai naudojantis 
baigtinių elementų metodu). Toliau reikia sukonstruoti fizinį modelį, aprašantį interferencinius efektus 
vykstančius kai viso lauko optiniai metodai naudojami tų virpesių tyrimui. Trečia užduotis yra suformuoti 
skaitinį kompiuterin÷s grafikos modelį, apimantį tiriamą kūną, projektavimo plokštumą, steb÷jimo bei 
apšvietimo taškus. Dažniausiai nei matematikos nei inžinerijos specialybių studentai (net doktorantai) neturi 
nei laiko, nei galimybių įgyvendinti šias užduotis vien tam, kad vizualizuotų vidurkintų laiko interefrencinių 
juostų vaizdus.  
Šiame darbe trumpai apžvelgsime kokią svarbią rolę vaidina nulin÷s eil÷s pirmo tipo Beselio 
funkcija eksperimentin÷je mechanikoje ir pasiūlysime paprastą ir eefktyvų sprendimą, kaip galima 
vizualizuoti vidurkinto laiko interferencines juostas Matlab aplinkoje.  
 
Teoriniai sąryšiai 
Nulin÷s eil÷s pirmo tipo Beselio funkcijos, žymimos ( )xJ0 , integralin÷ forma yra: 
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kur i yra menamas vienetas; T yra ekspozicijos laikas. Nulin÷s eil÷s pirmo tipo Beselio funkcijos 
vaidina esminį vaizždmenį aprašant optinius laike vidurkintus interferencinius efektus, vykstančius 
dinamin÷se sistemose, kai jos tiriamos vidurkinto laiko holografijos, fototamprumo, muaro metodais [6, 7].  
Iliustruosime interferenconių juostų formavimąsi vienmačio pavyzdžio pagalba. Geometrinio muaro 
linijas kūno paviršiuje galima interpretuoti kaip baltos ir juodos spalvų variaciją: 
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čia x yra koordinat÷; 1M  yra pilkos spalvos lygis taške x; λ  yra tinklelio periodas; skaitin÷ reikšm÷ 
0 atitinka juodą spalvą; skaitin÷ reikšm÷ 1 atitinka baltą spalvą; tampin÷s reikšm÷s – atitinkamas pilkas 
spalvas.  
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Jeigu kūnas perstūmiamas nuo pusiausvyros pad÷ties per poslinkį u, tai jo paviršiaus apšviestumas 
tuomet aprašomas tokiu sąryšiu: 
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Orginalaus ir perstumto tinklelių superpozicija [7] sukelia šių tinklelių interferenciją. Dvigubos 
ekspozicijos metodai gali būti prapl÷sti iki laike vidurkinamų muaro metodų. Tarkime, kad kūno poslinkiai 
nuo pusiausvyros pad÷ties kinta laike, tačiau nepriklauso nuo x: 
( ) ( )ϕω += tatxu sin, ,      (5) 
čia ω yra dažnis, ϕ yra faz÷; a yra svyravimų amplitud÷. Tuomet laike vidurkintas paviršiaus 
pilkumo lygis yra aprašomas tokiu būdu: 
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Tačiau,  
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d÷l to, kad sinuso funkcija yra nelygin÷.  Tod÷l, 
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Laike vidurkintos juostos susiformuos prie tokių amplitudžių a kur 020 =
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juostos numerio, deformacijos dydžio ir tinklelio periodo įgauna formą: 
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čia ir  žymi nulin÷s eil÷s pirmo tipo Beselio funkcijos i-ją šaknį; ia  yra svyravimų amplitud÷ i-osios 
juostos centre.  
 
Laike vidurkintų juostų vizualizavimas 
Pirmiausiai tarkime, kad dinaminiai poslinkiai nepriklauso nuo x (lygtis(5)). Naudosim÷s vienmačiu 
modeliu, kas ženkliai supaprastins tyrimo sud÷tingumą. Be to, toks sprendimas leis pasinaudoti standartiniais 
Matlab grafin÷s aplinkos įrankiais skaitmeninių vaizdų vizualizavimui. Pateikiame programos tekstą: 
 
% Plots time averaged moire fringes 
clear all                                  % išvalome kintamuosius 
 
%------------------------------------------% MUARO GARDELö 
step = 0.01;                               % tinklelio žingsnis 
MESH = 0:step:10;                          % tinklelio formavimas 
lamda = 0.2;                               % gardel÷s žingsnis 
MOIRE = 0.5 + 0.5*cos(2*pi*MESH/lamda);    % gardel÷s formavimas 
 
%------------------------------------------% PARUOŠIAMASIS ETAPAS 
amax = 1;                                  % max amplitud÷ 
namp = 100;                                % amplitud÷s žingsnių skaičius 
astep = amax/step;                         % kiek žingsnių 
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X = -amax:step:10+amax;                    % steb÷jimo langas  
lengthx = length(X);                       % vektoriaus X ilgis 
ntime = 128 ;                              % iteracijų skaičius laike 
 
%------------------------------------------% AMPLITUDöS CIKLAS 
for i = 1:namp                             % 
    a = amax*(i-1)/namp;                   % amplitud÷ 
    A(i) = a;                              % išsaugojam amplitud÷s reikšmę 
    SUM = zeros(size(X));                  % išvalymas 
 
%------------------------------------------% VIDURKINIMO CIKLAS 
    for j = 1:ntime                        % 
        t = 2*pi*(j-1)/ntime;              % laikas 
        IMG = ones(size(X));               % balta spalva 
        delta = a*cos(t)/step;             % diskretinis poslinkis 
        IMG(round(astep-delta)+1 : ...     %  
            round(lengthx-astep-delta))... %  
            = MOIRE;                       %  
        SUM = SUM + IMG;                   % pridedam momentinį vaizdą 
    end                                    % VIDURKINIMO CIKLO pabaiga 
     
    SUM = SUM / ntime;                     % vidurkinti lygiai 
    M(:,i) = SUM;                          % išsaugoti vaizdą 
end                                        % AMPLITUDöS CIKLO pabaiga 
 
%------------------------------------------% VISUALIZACIJA 
pcolor(A,X,M)                              %  
                                           %  
shading interp                             %  
colormap gray                              %  
 
Šios programos vykdymo rezultatas tipiškas vidurkinto laiko interferencinių juostų vaizdas, 
primenantis virpančio ir tampraus kūno sukeliamų optinių interferencinių juostų efektus, kai tas kūnas virpa 
pagal pirmąją nuosavą formą (Pav. 1). Interferencinių juostų centrai išsid÷stę prie tokių amplitudžių 
reikšmių, kur galioja lygtis (9).  
 
Pav. 1. Skaitiniu būdu rekonstruotos laike vidurkintos interferncin÷s juostos. 
 
Dvigubos ekspozicijos interferencin÷s juostos būtų gaunamos pakeitus parametro ntime reikšmę nuo 
128 į 2. Kompiuteriniai manipuliavimai su grafin÷mis primityvomis gali pad÷ti vizualizuoti eksperimentin÷s 
mechanikos optinius efektus [8]. Mes praplečiame šiuos tyrimus iki laike vidurkinamų efektų vizualizacijos, 
ir tuo pačiu išlaikome skaičiavimų sud÷tingumą elementariame lygyje. Tokie skaitiniai tyrimai gali būti 
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efektyviai panaudojami mokymo procese ir papildyti kursus, kuriuose nagrin÷jami klausimai apie Beselio 
funkcijas.  
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Summary 
 
It is demonstrated how standard Matlab programming and visualization techniques can be used to illustrate complex optical 
effects occurring when whole field interference based techniques are used to analyze vibrating structures. The role of Bessel 
functions in dynamical systems theory is exemplified. The presented material can have a pedagogical value enabling comprehensive 
demonstration of properties of Bessel functions during lectures.  
